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""" UNIVERSIDADE FEDERAL DA BAHIA
‘g INSTITUTO DE MATEMATICA

DISCIPLINA: CALCULO B

UNIDADE II - LISTA DE EXERCICIOS

Dominio, Imagem e Curvas/Superficies de Nivel

[1] Determine o dominio de cada uma das fungoes abaixo e represente-o graficamente:

(L1) flz,y) = = +Vy —2? (1.2) flz,y) =vVy* —41In (z —y)
(13) f(z,y) =In (2” —3?) (14) f(z,y) =In [%y‘l]
(1.5) f(z,y) = arccos(z —y) (1.6) f(z,y) = arcsec(% +1?)

[2] Determine o dominio; determine e trace as intersegoes do grafico com os planos coor-

denados; determine e trace as curvas de nivel; e esboce o grafico das funcgoes:

(2.1) f(z, ):16—x2—y2 (2:2) f(z,y) = 927 + 4y’
(23) f(ay) - (2.4) f(r.y) =

(2.5) flz,y) =8 —22—4y (2-6)f(x,y)=m
(2.7) flz,y) = VaT+y?

[3] Descreva as curvas/superficies de nivel da cada funcao:
(3.1) flz,y) = etV (3.2) F(x,y,2) =22 + 3y + 62
(33) F([L’,y, Z) = x2 - y2 + Z2

Limites, Continuidade e Diferenciabilidade

[4] Determine se o limite existe. Se existir, determine o seu valor:

1—a®— y2 2 2
4.1 lm ——— 4.2 lim In (z* +
(4.1) (@y)—(0,0) 2%+ y? (4.2) ) a(00) 7 ( v)
3 .3
(4.3)  lim arctg( o] + |y|> (44) lim  cos <z Y )
(z,9)—(0,0) 2 4+ y? (z,y)—(0,0) x? + y?

(45) fm  EFy- A e g 2oy
T @y)—13) (x—1)+ (y —3) T (@)= 0,0) T 4 y?




[5] Defina f(0,0) de maneira que f se estende a uma fungao continua na origem:

<3x2 — 2yt + 3y2>

(5.1) f(xz,y) =1In Ea

(5.2) f(z,y)

[6] Considere a fungao f : R?> — R definida por

1’4—y4

(

I ———  se (x, 0,0

(0 se (z,y) = (0,0)
(6.1) Estude a continuidade de f no seu dominio.

(6.2) Estude a diferenciabilidade de f no ponto (0,0).

[7] Seja f : R? — R a funcio definida por

( (x —2)3
flz,y) = { (x—2)2+(y— 1)
(

2wy
a2 g2

2

se (z,y) # (2,1)

1 se (z,y) = (2,1)

(7.1) Estude a continuidade de f no seu dominio.
(7.2) Estude a diferenciabilidade de f no ponto (2,1).

[8] Seja f : R? — R a funcao definida por

'{ =Y se (x, 1,1
Sy = V- E -1 (z.9) # (1,1)
(

1 se (z,y) = (1,1)
(8.1) Estude a continuidade de f no seu dominio.

(8.2) Estude a diferenciabilidade de f no ponto (1,1).

Derivadas Parciais de 1 ordem

[9] Calcule as derivadas parciais das seguintes fungoes:

2 2
(91) z = /xzy e_t2 dt (92) z = arcsen( /J;y) (93) » — e¥/7 |n (gc_;)
(9.4) w = xyz + zsen (zyz)  (9.5) w = In (2%y3z?) (9.6) w = %




[10] Para as fungoes abaixo calcule, caso exista, as derivadas parciais, nos pontos indica-
dos:
(10.1) f(z,y) = x cos G +7); P(0,1)
(10.2) f(x,y) = arctgy/4a? —y% Py(1,1)
(10.3) f(z,y,2) =z + ( sen 2y) tg z; Po(4, Z, %)
I{ 322 4+ 2y se y £ 22

(104) fla,y)={ **~y 1 Py(1,0) e Py(1,1).
L3 :se y = a?

[11] Verificar a identidade proposta para cada funcao dada:

(11.1) 2z = zy3 — 23y; y%+x% =yt -2t
gx aay 0
w w w

11.2) w = 1In (" + e¥ + €%); w  Ow  ow

(11.2) w = In (e* + e¥ + €*); 8x+88y+88z

(11.3) z = aln (22 + y?) — 2y arctg(L); :L'a—jj + ya—z =z+2x

r—y 0z 0z

114) z = : - -z
[12] Ligando-se em paralelo n resisténcias Ry, Rs,---, R,, a resisténcia total R é dada

1 | 2
por - = ;::1 o Verifique que 88}}:, = (%) .
[13] Considere a fungio dada por w = zy + 2!, onde z = f(x,y). Se %(1,1) =4e

x

f(1,1) =1, calcule %(1’ 1).

Derivadas Parciais de Ordem Superior

[14] Calcule as derivadas parciais de segunda ordem de:

(14.1) z = 23y — 22%y* + by — 2z (14.2) z = x cos (zy) — y sen (xy)

(14.3) z = cos (z* + zy) (14.4) z = e +v°
(14.5) w = e™¥* (14.6) w = x?y32*
[15] Provar as identidades:
O*f  O*f
(15.1) f(z,t) = sen (ap ) sen (p t); aZ? = 5.2
*V. 10V . . o
(15.2) V(z,t) = f(z — ct) + g(z + ct); 2 aE 0; f e g sao fungoes derivaveis.



2 82
[16] Uma fungao f de x e y é harmonica se satisfazem a equagao de Laplace 922 + Ewh 0.
Y

Prove que as fungoes a seguir sao harmonicas:

(16.1) f(z,y) = e cos (y)
(16.2) f(z,y) =1In (V2% + y?)
(16.3) f(x,y) = arctg(%), x> 0.

Regra da Cadeia

[17] Usando a regra da cadeia para z = f(z,y) e w = f(z,y, ), calcule % e Ocli—l: :

17.1) z = 2? + 2y, o = sen (t), y = cos (1)

17.2) z = arctg(g), r=1In(t), y=-¢
T

17.3) w=e"y’sen (2), x =t, y=2t, 2 =3t

(17.1)
(17.2)
(17.3)
(17.4)

174) w=a*>+y>+ 2%, z=¢', y=celcos (t), 2= el sen (t)

. 0z 0z Ow Ow OJw
[18] Usando a regra da cadeia para z = f(x,y) ew = f(x,y, 2), calcule 5 9% 55 S o

(181) z=a?—y? z=3t—s, y=1+2s

(18.2) z = ex, x = 2s cos (t), y = 4s sen (t)

(183) w=zy+yz+zx, x=1tr, y=st, z=1s
(18.4) w =1In (zvy + yz + 2x), x = t*r, y = st?, z =t>s

[19] Seja ¢ : R — R uma funcao de uma varidvel real, diferenciavel e tal que ¢/(1) = 4.
x
Seja g(x,y) = ¢| —|. Calcule:
(y)=9(;)

% 1.1 (19.2) 29

(19.1) 72 (1, . 0y(1 1)

[20] Seja f(z,y) = g<x2y,z3y2>, onde f e g sao funcoes diferencidveis. Sabendo-se que

of of

o —(2,1)=16¢ 8_(2’ 1) = 8, calcule as derivadas parciais de g no ponto (4, 8).
Y

[21] Considere f(z,y) = In (zy?) + arctg(z? —y).

0*f
(21.1) Calcule 8y8:5(2’3)'
(21.2) Se © = g(u,v) = uv + 2v, y = h(u,v), h(0,1) = 3, ?(O, 1)=2e
u
of of oh
%(O, 1) = —4, calcule == 5 —(0,1) e 5 —(0,1).



[22] Seja f(z,y,2) = g(e“"’yz, :)32y222>. Determine o valor da constante (3, sabendo-se que

LOF _ 0F | of

Ox y8_y+z&z’

Diferencial Total

[23] Seja f(z,y) = e*¥. Usando a diferencial total, calcule o valor de
F((m2)+0.1,(n2) +004).

[24] Seja w = (zyz)*/2.
(24.1) Ache o diferencial de w.
(24.2) Use diferenciais para estimar o erro maximo no valor de w, com um possiveis
erros no maximo de £0,1 em cada um dos trés ntimeros x,y e z, se x,y € 2 sao
nuimeros reais positivos menores ou iguais 4.

[25] Use a diferencial total para encontrar aproximadamente o erro maximo no célculo
da area de um triangulo retangulo, cujos catetos tém como medida 6 cm e 8 cm re-
spectivamente, com um possivel erro de 0,1 ¢m para cada medida. Encontre também a

porcentagem aproximada de erro.

[26] Uma industria vai produzir 10.000 caixas fechadas de papelao, com dimensoes 3 cm, 4 cm e 5 em.
O custo do papeldao a ser usado é de R$5 por em?. Se as maquinas usadas para cortar

os pedagos de papelao tém um possivel error de 0,005 ¢m em cada dimensao, encontrar
aproximadamente, usando diferencial total, o maximo erro possivel na estimativa do custo

do papelao.

[27] Determinar o maior erro cometido no célculo da aceleracao da gravidade através de

um péndulo cujo periodo é dado por T = 27 é Considerar o comprimento do péndulo

igual a 1 m com um erro admissivel de 0,05 cm e T' = 2 seg com um erro admissivel de

0,01 seg.

Derivadas Parciais como Taxa de Variacao

1
[28] Um cone tem altura igual a 10 m e o raio 4 m; o crescimento da altura é de 3 m/seg
1
e o raio ™ /seg. Qual a velocidade de crescimento do volume do cone?

[29] Determinar a rapidez com que estd mudando o volume de um paralelepipedo retangulo

de dimensoes z,y e z. Sabe-se que aresta x aumenta 2 cm por segundo, a y diminui 1 cm



por segundo e a z aumenta 2 c¢m por segundo. No momento considerado x = 8 cm, y =

10 em, z =12 cm.

[30] Considere a lei de um gés ideal confinado, PV = kT, para k = 10. Determine a taxa
de variacio da temperatura no instante em que o volume do gas é de 120 cm? e o gas estd
sob pressao de 8 N/ecm?, sabendo que o volume cresce a razao de 2 cm?3/seg e a pressao

decresce a razao de 0,1 N/cm?.

[31] Num dado instante, o comprimento de um lado de um retangulo é 6 ¢m e cresce a
taxa de 1 em/seg e o comprimento do outro lado é 10 cm e decresce a taxa de 2 ecm/seg.
Encontre a taxa de variacao da area do retangulo, no dado instante.

[32] Em um dado instante, o comprimento de cateto de um triangulo retangulo é 10 ecm
e cresce a razao de 1 em/min e o comprimento do outro é 12 ¢m e decresce a razao de
2 em/min. Encontre a razao de variacao da medida do angulo agudo oposto ao cateto de

12 em de comprimento, no dado instante.

Diferenciacao Implicita

[33] Suponha que z = f(z,y) é definida implicitamente como uma funcdo de x e y pela
equacao %% 4+ 2y*/3 4+ 3223 = 1, onde z,y, e z sao nlmeros reais positivas. Usando
derivagao implicita, calcule 8;

[34] Se z é uma fungao de x e y definida implicitamente pela equagao zyz = cos (z+y-+2),

0
determine a—z no ponto (0,7/4,7/4).
x

[35] Se z é uma funcdo de z e y definida implicitamente pela equacio y+z*~Y 4+y%2 = 1,

calcule g (2,0) e gz (2,0).

Plano Tangentes, Reta Tangentes e Normais

[36] Encontre a equagao do plano tangente e da reta normal a cada superficie abaixo, nos
pontos indicados:

(36.1) 22 +2y* + 322 =6em P = (1,1,1)

(36.2) xyz = 6 no ponto cuja projegao no plano y =0 ¢é (1,0, 3)

(36.3) cos (zy) + sen (yz) =0em P = (1,7/6,—2)

(36.4) 23+ y> + 2 — 62y = 0 para v = y = 2

(36.5) g(z,y) = 2¥ em (1,1,1)



[37] Determine o plano tangente ao grafico de z = zy que passa pelos pontos (1,1,2) e

(—1,1,1).

[38] Dada a superficie 22 + 2y? + 32% = 21, determine as equagoes dos planos tangentes

que sao paralelos ao plano z + 4y + 6z = 0.

[39] Ache os pontos da superficie 72 + 2y* — 2% — 2z = 0 para os quais os planos tangentes

sao paralelos aos planos coordenados.

[40] Ache um vetor normal e a equagao da reta tangente a cada curva no ponto indicado:
(40.1) 22 + y2 =2, Py(1,1) (40.2) €2*7Y 4 20 + 2y = 4, Py(1/2,1)

[41] Encontre o vetor dire¢ao da reta tangente no ponto dado da curva C' que é intersegao

das superficies:
(41.1) zz + 22+ 42 =5 e 4wzy+ 3y + 6z = 56, no ponto (2,5,1/6).

(41.2) 22 — 22z +y?2 =1 e 3wy + 2yz = —6, no ponto (1,—2,0).

Derivada direcional e gradiente

42] Calcule o gradiente das seguintes fungoes:
g g ¢
_ 9.2 2 _
(42.3) w = 32% + y* — 422 (42.4) w = cos (zy) + sen (yz)
(42.5) w = In (2% + y* + 2?) (42.6) w = e* cos (2x) cos (3y)
[43] Determine a derivada direcional da func¢ao dada na diregao v':
(43.1) z = 22® + 5>, ¥ = ( cos (§), sen (%))

1 ,
(43.2) z = T v=(1,1)
1
(433) = y2 tg 2(£)a U= 5(_\/57 1)
(43.4) w = cos (zy) + sen (yz), U= (_§7 %7 %)
(43.5) w=1In (22 + 9>+ 2?), v = ?(1’ —1,-1)
(

43.6) w = e F = (1.0,1)
[44] Determine o valor maximo da derivada direcional da fun¢ao f no ponto dado e a

direcao em que ocorre:
(44.1) z = 22* + 3y%, P = (1,-1)
= 2% Y =
(44.2) z=e arctg(3x>, P=(1,3)
(44.3) w = cos (yz) + sen (zy), P =(-3,0,7)
(44.4) w =2zyz + y* + 2%, P =(1,1,1)



[45] Suponha que numa certa regiao do espago o potencial elétrico V' seja dado por
V(z,y, 2) = 52% — 3xy + zyz

(45.1) Determine a taxa de variagao do potencial em P(3,4,5) na diregao do vetor
v=(1,1,-1).
(45.2) Em que diregao V varia mais rapidamente em P?
(45.3) Qual a taxa maxima de variagdo em P?
[46] Uma equagao da superficie de uma montanha é z = 1200 — 3z — 2y?, a distancia
estd em metros, os pontos do eixo = a leste e os pontos do eixo y a norte. Um alpinista

estd no ponto correspondente a (—10, 5, 850).

(46.1) Qual é a diregao da parte que tem inclina¢ao mais acentuda?

(46.2) Se o alpinista se mover na direcao leste ele estard subindo ou descendo,
e qual serd esta razao?

(46.3) Se o alpinista se mover na dire¢ao sudoeste, ele estard subindo ou descendo,
e qual serd esta razao?

(46.4) Em qual direcao ele estard percorrendo um caminho plano?

[47] Uma chapa de metal aquecida em um plano xy de tal modo que a temperatura T
é inversamente proporcional a distancia da origem. Se a temperatura em P(3,4) é 100°,
determine a taxa de variacao de T' em P na direcao do vetor « = i +j. Em que direcao e

sentido T' cresce mais rapidamente em P? Em que direcao a taxa de variagao é nula?

Pontos Criticos

[48] Determine e classifique os pontos criticos de:

(48.1) z = el te+v’ (48.2) z = 3a% + 2xy + 2w+ y* +y + 4
1 64
(483> <= (1‘2 - 1)<y2 - 4) (484) z = ; — ? + Yy
2 2 1
(48.5) z = % (48.6) z = sen (x +y) + senz + seny

(48.7) z = x* + 2y + y*> — 62 — 5y (48.8) z = log,(zyz)

[49] Determine a distancia minima entre 42* + 4y — z = 0 e o ponto (0,0, 8).
[50] Determine as dimensdes do retangulo de menor perfmetro e de drea 16 cm?.

[51] Uma aplicagao num doente de z miligramas de um remédio A e y miligramas de um
medicamento B ocasiona uma resposta R = R(z,y) = 2%y3(c — z — y), (c > 0). Que

quantidade de cada remédio dard a melhor resposta?



[52] O custo do material utilizado na fabricagdo de uma caixa retangular sem tampa,
deve ser R$10,00. Se o material para o fundo da caixa custa 15 centavos por centimetro
quadrado e o material para os lados custa 30 centavos por centimetro quadrado, encontre

as dimensoes da caixa de volume maximo que pode ser fabricada.

Multiplicadores de Lagrange

[53] Determine os pontos extremos de:
(53.1) z = 25 — 2% — y? tais que 2% + y*> — 4y = 0.
(53.2) z = x? + 22y + y? tais que r — y = 3.
(53.3) z = 42% + 2y? + 5 tais que 2% + y? — 2y = 0.
(53.4) w = x* + y? + 22 tais que 3z — 2y — 4 = 0.
(53.5) w = x + y + 2 tais que z* — y* + 2* = 4.
[54] De todos os triangulos de perimetro fixo, determine o de maior area.
[55] Determine o ponto P na elipse x? + 2y* = 6 e o ponto @ na reta x + y = 4 tal que a

distancia de P a () seja a menor possivel.

[56] Suponha que a temperatura de um ponto (z,y, z) é dado por x + 2y + 3z. Determine
as temperaturas extremas (maxima e minima) na esfera de raio 1 centrado na origin, e

ache os pontos onde estas temperaturas extremas sao atingidas.

[57] Mostre que o volume do maior paralelepipedo retangular que pode ser inscrito num

2?2 yr 2P 8abe
lipsdide —+ 5+ —=5=1¢&é ——.
elipsoide — 2tz é 373

[58] Mostre que o volume maximo de um cilindro circular com area total fixo é igual 1 é
1

3V6m

[59] Determine os pontos na superficie xyz = 1 que sd@o proximo a origem.

[60] Uma caixa retangular sem tampa deve ter um volume de 32m?. Encontre as dimensoes

da caixa que tem a menor area superficial.



Respostas

[1]

(1.1) {(z,y) e R% 22 —1#£0ey > 2?} (1.2) {(z,y) eR*},y>20uy < —2ex >y}

Yy
y ‘
2___
Vd
Vd
/7

/7

X , x
_
2 2
-1
(1.3) {(z,y) € R* 2> — y* > 0} (1.4) (v,y) eR* z#0e % >0
Ya
Yy 1
| q
xXr

1,'2

4

=

2
(1.5) {(z,y) ER% -1 <z —y <1} (16) {(z.y) € B% - 4y” < —Lou —+y > 1}

10



=

k < 0, curvas de nivel é vazio
vV—Ink
2

ev-Ink

0 < k < 1, curvas de nivel sao elipses de semi eixos

—~
w
—_

~—

k =1, cuvras de nivel é o ponto (0,0)

k > 1, curvas de nivel é vazio

Para w = k, 2x + 3y + 62 = k, representa uma familia de planos paralelos
de normal (2,3,6), para qualquer k.

k<0, 22 —y? + 22 = k, superficies de nivel sao hiperboléides de 2 folhas

(3.3)

L k>0, 2* —y* 4 2* = k, superficies de nivel sdo hiperboldides de 1 folha

—~
w
[\
S~—
A e A

k=0, 22 —y? + 22 = 0, superficies de nivel sdo cones circular

[4]  (4.1) ndo existe  (4.2) 0 (4.3) g (44)1  (45)4  (4.6) ndo existe
[5]  (5.1) f£(0,0)=1n3 (5.2) £(0,0) =0

[6] (6.1) f é continua em R* —{(0,0)}  (6.2) f nao é diferencidvel em (0,0).
(7] (7.1) f é continua em R%.  (7.2) f ndo é diferenciavel em (2, 1).

8] (8.1) f é continua em R? — {(1,1)}  (8.2) f ndo é diferencidvel em (1,1).

[9]
0z 9 e I{ 0z 1 Y
1 — = —2xe 1o = 5
0 2V z —a?
on{ &7 oaf &P
Cay = Loy 2Vy—ay?
( 2 -ra—w:yz+yz2 cos (xyz)
e YR N
(9 3){ Oz i ¥ v (9 4){ — = xz + x2* cos (1yz)
| 9= _ Fln (x_)_l}ey/r | gy
Coy Lo "y?7 oy :k a—qj = zy + sen (vyz) + xyz cos (xyz)
( ow {8_w:—x2+y2+z2—2x(y+z)
! —I:2/$ i Or , (2x2 +2y2+z(2)2 )
| ow j Ow v —y +2—2y(x+=z
9.5 — =3 96)¢ — =
051y 5y =3/ 064 3, GRSy
L Ow v ow 2ty — 22— 22(z+y)
L 5 =4/z P o _ T Ty Y
0z L 0z (22 + y2 + 22)2

11



[10]

[13] 17
[14]
2
i{ g z = 6y — 4y>
(14.1) Ky S—p
0) o
i 8x8z =322 —8zry —5
Y
2
{ % = (y° — 2y) sen (zy) — xy” cos ()
i aiT
(14.2) { 8—; = 2%y sen (zy) — (2 + 27) cos (zy)
P0%2
{ 500y = (ry® — 2x) sen (zy) — (z%y + 2y) cos (zy)
(0% 3 2 2 3
| 0?32 = —6x sen (z° + xy) — (32° + y)* cos (z° + zy)
(14.3) { gyz = —2?% cos (2° + zy)
L2
i 88x5y = —sen (2° + xy) — 2(32° + ) cos (° + xy)
2
:{ gz;] _ y2z2emyz
i agz‘w 2.2 zyz
g — LA
i agw 2,2 xyz
I =a1ye
(14.5) { &% 2
; = (2 + zyz)e™?
N (4 + wy2)e”
t By0: = (z + x°yz)e™?
[17]
{ (17.1) —2sentcost
L (17.3) e ![—4t* sen (3t) + 8t sen (3t) + 12t2 cos (3t)]

(101) .f:c(PO) = _1a fy(PO) =0
(103) fo(P) = 7 P =1, (P =1

12

(10.2) fo(Po) = —,
(10.4) fo(Py) =0, f,(Po) =5,Af.(P), Bf,(P)

fy(PO) =

“| %

(14.4)

—_————— N
Q
N

(14.6)

/_-------—/\_-------“
¥R
[\

(7.2) iz

(17.4) 4e?

V3
12

e'(=1+tnt)
WY



( a—jzth—lOs ( a—szseczteztgt
(18.1) { % o (18.2) { &
U os ° U os
[ Ow 4
:{2—1;):2st(2r+3) Lo T
j ow j ow 2(r+s)
(18.3) { ? =2t*(r + s) (18.4) { Os s(2r + s)
i v 2st? i O_w = 2
L or Lor 2r+s
19 (19.1)4  (19.2) —4
120] { az(4, 8) = 10 %(4, 8) = —2
0? 0 17 0h
[21] { (21.1) aygx(z?,) —2  (21.2) 8—£(0, 1) == e 5-(0,1) = =54
22] 6 =2 23] 1,06
[24]  (24.1) dw = g[xl/z(yz)3/2 dr + y"*(x2)3? dy + 2% (zy)*/? dz} (24.2) |dw| < 57,6
25] 0, Tem; 1,46% 126] R$1200 27] 1, 0572
28] 28% m®/seg  [29] 304cm?/seg  [30] 2,8°/seg  [31] —2 em?/seg  [32] g—lg rad/min
—Z1/3 —r? af af —1
[36]
( (
Vo +2y+ 3z = i 6 +3y+22=18
(36-1){ r—1 y—1 2z-1 (36‘2){
L5 = 1 ~ % kx—1:2y—4:3z—9
( _ (
Vot + 18y — w2 = 67 L]
(36.3)4 g (36.4){
la—1_ 186:_Z+2 U (@,9,2) = (2,2,0)+1(0,0,1); t€R
m m
v 2—2=0
(36.5){
| (5.,2) = (1,1,1) +#(1,0,-1); t € R
37 z+6y —22—3=0 B8] z+4y+62=21 e x+4y+6z2=-21

:( Nao existe tangente a superficie paralelo ao plano z = 0.
[39]{ Os planos tangentes a superficie nos pontos (1,1,0) e (1, —1,0) sdo paralelos ao plano y = 0

:l Os planos tangentes a superficie nos pontos (0,0,0) e (2,0,0) sdo paralelos ao plano x =0

13



" {.f (40.1) 27 +27; 2 +y—2=0 " {r 1.1) (-~ 66,107, %)
| (40.2)47 + 7 4 +y—3=0 L (41.2) (6,4,6)
[42]
{ (42.1) 2(5z, 5y) (42.2) ﬁ(z y> (42.3) 2(3z, y, —42)
{i (42.4) ( —ysen (zy), —x sen (zy) + z cos (yz), y cos (yz))
2x 2y 2z
(42:5) <x2+y2+z2’ 22+ y? + 22 x2+y2+z2>
:l (42.6) ez< — 2 sen (2z) cos (3y), —3 cos (2z) sen (3y), cos (2z) cos (3y)>
[43]
{ (43.1) 10y (43.2) —fffcy;:zy)
{ (43.3) —y tg x(V/3y sec 2r — tg x) (43.4) %{(y — 2z) sen (zy) + (22 + 2y) cos (yz)}
| 2V3[ 2 —y—= 12 4+y2+22
[-24;43.@ . [x2 Tt Zz} (43.6) V2(x + 2)e
{-{ (44.1) 24/13, ¥ = (4, —6) (44.2) %6\/9 + 67 + 10, ¥ 6(3 3m+1)
L (44.3) 3, 7= (0,-3,0) (44.4) 6, 7 = (2,4, 4)
[45]
(45.1) 3—23 (45.2) (38,6,12) (45.3) 21/406
[46]
( 3 1
1 (46.1) ( ) (46.2) subindo a 60 m por m
{ (46.3) de\s/;ndo\zi;()f 2 m por m (46.4) (L i) ou (— L —i)
L g V0 Vo VIO VIO
[47) 55 (=12, -16); ANAT —37); A£0
48]
ir (48.1) (0,0) ponto min (48.2) ( % i) ponto max
{: (48.3) (0,0) max ;(1,2),(1,-2),(—1,2),(—1,—2) selas  (48.4) ( 7 ) ponto max.
i (48.5) (—1,—1) ponto min; (3, 5) ponto max (48.6) ((2n + 1)m, (2n + 17?)), nez
I{ (48.7) (1,2) ponto min. (48.8) nao existe pontos criticos
[49] 8 [50] 4cm por 4dem [51] % de A, % de B [52] 4a
[53]
{ (53.1) (0. ) 0, 4) (53.2) ( 2)
{ (53.3) ( (53.4) (1—3 3 0)
l (53.5) (2,-2 2)
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[41] Triangulo eqiiilatero  [40] P(2,1), Q( )

22
[56]Tmax:\/ﬂem(\/1174,\/2174,\/?%4>eTmm:_\/ﬁem<_ B

V14T V14T V14
[59] (1,1,1) e (—=1,—1,—1)  [60] 4cm por 4cm por 2cm
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2) a)

D(f) = R? Curvas de nivel
G(f) n XoY: Para z =k,
, S o
circulo de equagdo x™ +y* = 16 k < 16: circulo de equagdo x° +y2 = («,/1—6——k )2
¥y k = 16: ponto (0,0)
4 k>16: &
y
«.X.r’ g— k
G(f) N XoZ:
Parabola de equagiio z=16— x>
16 Grafico: (um paraboléide de revolucio)
4 4 . 3
/1N "

G(H) nYoZ:

Parabola de equacio z= 16 — y2

2)b)
D) = R? Curvas de nivel
G(f) n XoY: ponto (0,0) Paraz=k,
2 2
k > 0: elipse de equagio —— 4 =
% . L (&/3)2+(J1?/2)2 1
k =0: ponto (0,0)
# k<0: &

. & 5
G(f) N XoZ: e
Parabola de equagio z = 9x°

ki3
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G(f) n YoZ: Grafico:
Parabola de equagdo z= 4y2

I

2)¢)
D) = R? Curvas de nivel
G(f) " XoY: o eixo OY Paraz=k,
v k>0:asretas x=+4k e x:-JE
k=0:0eixo OY
= k<0: O
G(f) N XoZ:

Parabola de equagdo z = %

G(f) n YoZ: o eixo OY

z

Grafico: (uma superficie cilindrica)

X

17



2) d)

D(f) =R’ Curvas de nivel
G(H) N XoY: I Paraz =k,
G(f) n XoZ: aretaz =1 O0< k<1l:asretas y=+1/k~-1 e y=-+1/k-1
k=1:0eixo OX
K k>1ouk< 0:@
—_— &
Y k-1
e
X e
R
G(f) »n YoZ: a curva z=1/(l+y2) — fi7k-1

‘A Grafico: (uma superficie cilindrica)
1

2)e) Curvas de nivel
DO =R" Para z =k,
G(f) " XoY: areta y:—}2(+2 YV k e R:areta y=;§+%
Y*L &
\\2 ¥
\ x \(g-kjm
4\.:\ \
\\ - .
@-K) 2~

G(f)XoZ:aretaz=-2x+ 8
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\ z
&
Ty
ZAN
%
Gy YoZ:aretaz=-4y + 8 Gréfico: (um plano)
\L
Z
8
2 %
\ ."
2H
D) =R - {(0,0)} Curvas de nivel
G(H) n XoY: I Paraz =k,
7 2
. — Ak k > 0: elipse de equacio — ~ e =
G(f) " XoZ: acurva z=4/x 2/ (I/JE)Q
k<0: O
A 4 jrl
17 4l
f %2 ffic
b
X
NS
= P
Grafico:

G(f)n YoZ:acurvaz= l/y2
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....
¥

2)9) f(xy) =4x* +y?
D(f) = R? Curvas de nivel
G(f) n XoY: o ponto (0,0) Para z =k,

k > 0: circulo de equago X +y° = (k)
G(f) " XoZ: acurvaz= .| x| k =0: o ponto (0,0)

k<0: &

Z &

1{2

G YoZ::acurvaz= /| y|

Grafico: (uma superficie de revolugio)
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